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ZADANIE 1. (z wyk ladu) Udowodnij, że jeśli Tn jest cia̧giem operatorów ograni-
czonych z przestrzeni Banacha X w przestrzeń unormowana̧ Y i zbiega on punktowo
do operatora T , to zbieżność ta jest niemal jenostajna.
Wsk. Wystarczy rozważać przypadek gdy T jest operatorem zerowym.

ZADANIE 2. Wiemy, że ℓ1 jest (jako zbiór) podzbiorem ℓ2 (cia̧g nieujemny sumowal-
ny jest tym bardziej sumowalny z kwadratem). Udowodnij, że jest to zbiór I kate-
gorii w normie ℓ2.
Wsk. Rozważ zbiór funkcjona lów na ℓ2 postaci 〈 · , z〉, gdzie z przebiega zbiór wszys-
tkich cia̧gów z ℓ2, których wyrazy maja̧ modu ly ograniczone przez 1.

ZADANIE 3. Wiemy, że L2([0, 1]) jest (jako zbiór) podzbiorem L1([0, 1]) (na od-
cinku każda funkcja nieujemna ca lkowalna z kwadratem jest tym bardziej ca lkowalna
bez kwadratu). Udowodnij, że jest to zbiór I kategorii w normie L1([0, 1]).
Wsk. Rozważ zbiór funkcjona lów na L1([0, 1]) zadanych (poprzez ca lkȩ z iloczynu)
przez funkcje g ograniczone, których normy w L2([0, 1]) sa̧ ograniczone przez 1.
Wykazanie, że dla f ∈ L1([0, 1])\L2([0, 1]) wartości tych funkcjona lów sa̧ nieograni-
czone wymaga pomys lowego dobrania funkcji g.

ZADANIE 4. Niech Tn bȩdzie cia̧giem operatorów liniowych cia̧g lych z przestrzeni
Banacha X w przestrzeń Banacha Y . Pokazać, że zbiór

{x ∈ X : lim
n

Tnx istnieje}

jest albo równy X albo jest I kategorii.
Wsk. Za lożyć, że zbiór z zadania nie jest I kategorii. Wywnioskować, posi lkuja̧c siȩ
tw. B-S, że jest on wtedy domkniȩty. Domkniȩty zbiór nie I kategorii zawiera kulȩ
otwarta̧. Ponadto zbiór ten jest zawsze przestrzenia̧ liniowa̧. Po la̧czyć te fakty.

ZADANIE 5. Podaj przyk lad szeregu postaci
∑∞

n=0
anen, gdzie B = {en : n ≥ 0}

jest baza̧ w V = L2([0, 1]), który zbiega do zera prawie wszȩdzie, ale nie wszys-
tkie wspó lczynniki sa̧ zerami (czyli brak jednoznaczności rozwiniȩcia w szereg, jeśli
dopuścimy zbieżność p.w. zamiast zbieżności w normie).

ROZWIA̧ZANIE: Podzielmy [0, 1) na roz la̧czne przedzia ly Ak postaci
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), . . . (tak, że λ(Ak) = 2−k). Niech e0 = 1 i dla

k ≥ 1 niech ek = 0 na A1, A2 . . . , Ak−1, ek = −2
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(na przyk lad e1 jest −1 na A1 i 1 na reszcie, a e2 jest 0 na A1, −

√
2 na A2 i

√
2 na



reszcie).  Latwo sprawdzić, że uk lad {e1, e2, e3, . . . } jest ortonormalny.  Latwo też
sprawdzić, że dla każdego n suma

e0 +
k∑

n=1

2
n−1

2 en

zeruje siȩ na zbiorach A1, A2, . . . , Ak (a na reszcie jest sta la 2k). A zatem szereg
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∞∑

n=1

2
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2 en

jest zbieżny prawie wszȩdzie do zera. Jednak wspó lczynniki a0 = 1 i an = 2
n−1

2

(dla n ≥ 1) sa̧ niezerowe. Teraz wystarczy uk lad ortonormalny {e1, e2, e3, . . . }
uzupe lnić do bazy, a wtedy nasz szereg można zasta̧pić szeregiem nad baza̧ (tyle, że
wspó lczynniki przy dodanych wektorach bȩda̧ zerami, ale to nie bȩda̧ wszystkie).

ZADANIE 6. Udowodnij, że w ustalonym punkcie z ∈ T różnym od 1 wartości
ja̧der Dirichleta Dn(z) tworza̧ cia̧g ograniczony (ale nie zbieżny).

Wsk. Zapis Dn(z) = 1+
∑

n

k=1
zk+

∑
n

k=1
z−k sprowadza problem do ograniczoności

sum
∑

n

k=1
zk. Z interpretacji graficznej wywnioskuj, że sumy te ,,wȩdruja̧” po

pewnym okrȩgu (a wiȩc sa̧ ograniczone). Dla u latwienia: jeśli z jest pierwiastkiem
z jedynki, to sumy te leża̧ na wieloka̧cie foremnym. W pozosta lych przypadkach leża̧
one gȩsto na pewnym okrȩgu. Dla z bliskich 1 promień okrȩgu jest bardzo duży, a
w 1 osia̧ga nieskończoność (i sumy te wȩdruja̧ po prostej).

ZADANIE 7. Ponieważ cia̧g ( 1

n
)n≥1 należy do ℓ2, wiȩc

∑∞

n=1

1

n
zn jest szeregiem

Fouriera pewnej funkcji f ∈ L2(λ) (na T), innymi s lowy jest on zbieżny do f w
normie L2(λ). Szereg ten nie jest zbieżny punktowo (na przyk lad w z0 = 1 jest on
ewidentnie rozbieżny). Czy jest on zbieżny w każdym innym punkcie na T?

Wsk. Skorzystaj z zadania poprzedniego i zauważ, że ,,wȩdrowanie” odbywa siȩ po
zacieśniaja̧cej siȩ trajektorii.
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